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CIP 法によるせん断波動場の解析 
Analysis of Shear Wave Field by CIP Method 
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When analyzing the wave propagation problem in the infinite or semi-infinite elastic solids, the 
numerical device which can transmit the outgoing waves is attached to the boundary of the finite analytical 
region. But, we proposed a new method which combines the CIP method with the finite element method. Its 
validity is presented by analyzing the rod subjected to the impulse load. And a numerical example for two 
dimensional ground motion is presented by using the CIP method only and compared with Mathematica. 
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1. はじめに 
近年，地盤の非線形な動的挙動が活発に研究され
ている．非線形問題を扱う場合，有限要素法が有効
かつ柔軟な手法であることはよく知られている．し
かしながら，有限要素法は本来，有限領域を対象と
する数値解析手法である．そのため，無限あるいは
半無限弾性体の波動伝播問題に適用する場合には，
Fig.1 のように内部から外部に逸散する波動が，境界
領域で反射しないための工夫が必要である．このよ
うな，有限な狭領域で逸散波を完全透過できる境界
処理法は確立されておらず，実現すれば地盤と建物
の連成振動における解析精度効率を向上させること
ができる [1][3] ． 
 
Fig.1 Analytical region 
 
仮想境界における境界処理の代表例として境界
に粘性ダッシュポットを組み込むことが主流である
が，本研究では CIP 法を用いた手法を目指す [4] [5] 
[6] ． 
CIP 法は音響や振動のシミュレーションでよく使
われる手法であり，有限要素法[2]といかに組み合わ
せるかが本研究の焦点となる． 
 
2. 解析 
     
移流方程式の定式化 
          ↓ 
       境界処理法の決定 
             ↓ 
    時刻歴応答解析 
          ↓       FEM 
        CIP 法解析            +CIP 
         ↓ 
        完全波動透過境界の検証 
                 ↓ 
END 
 
Fig.2 Analytical process 
Fig.2 に示す通り，まず地盤の一部を 1 次元モデル
化し，弾性波動方程式から移流方程式への定式化を
行う．続いて，有限要素法に CIP 法を用いた境界処
理法の検討を行う． 
2.1 解析モデル 
 本研究は，Fig.3 のように有限モデル境界面で波動
が反射しない波動透過境界作成を行い，無限に広が
る地盤を模擬することを目的としている．モデルは
１次元棒材モデル Fig.4 と２次元格子モデル Fig.5 の
２つを用いている． 
仮想境界 
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 Fig.3  Analytical model 
  
1 次元棒材モデルおよび物性値を以下に示す． 
 
 
L  
 
Fig.4  1D analytical model 
 
S 波速度 120 /sc m s  
密度  31500 /kg m   
断面積 21A m  
棒材長さ 99L m  
せん断弾性係数 2 7 22.16 10 /sG c kg m s   
 
2 次元格子モデルおよび物性値を以下に示す．    
           
D              E  
          
'D      'E  
C       yL  
 
'A      'B  
 
A              B  
             xL              
Fig.5  2D analytical model 
 
S 波速度 120 /sc m s  
密度 31500 /kg m   
ポアソン比 0.4   
厚さ 1.0t m  
格子長さ 10x yL L m   
2.2 マトリクス運動方程式 
 1 次元棒材モデルを例に，有限要素法による運動
方程式を以下に示す． 
   M x C x K x f  [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }   
ここに， 
   質量マトリクス要素 : 1m AL n / ( )  
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 本研究においてはレイリー減衰 0 01.h  （1%）を
導入する． 
 
3.  CIP 法による波動方程式 
3.1 波動方程式 
 1 2 3, ,n  次元の弾性体における振動方程式は，次
のように示される．応力－変位関係式および応力－
ひずみ関係式から， 
2
2 { } [ ] { }n n nut
                  
(1) 
{ } [ ] { } [ ] [ ] { }Tn n n n n nD D u   
            
(2) 
また，式(1)を 
2
2
1{ } [ ] { }n n nut

                     (3) 
と展開し，式(2)を代入した式を波動方程式と呼ぶ． 
3.2 波動方程式から移流方程式への変換
 式(2)，(3)の振動方程式は，まとめて次のように表
せる． 
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または， 
 { } [ ] [ ] { }n n n nF A Q Ft
              (5) 
となる．ただし， 
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とする。また，[ ]nQ はx， y ， z 方向微分に分解して
表現することが出来る. 
 
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
n x n y n z n
x n y n z n
Q Q Q Q
q q q
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           (6) 
これにより，式(5)は 
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(7) 
となり，最終的には以下のようになる． 
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ただし， 
[ ] [ ] [ ] , , ,i n n i nA A q i x y z   
次に，式(8)の対角化を行うために，次の固有値問
題を考える． 
 [ ] { } { }i n n i nA F F ， , ,i x y z                (9) 
上式より得られる固有値 i を対角にならべたマ
トリクス [ ]i と，固有ベクトルを並べた固有マトリ
クス [ ]i を用いると次式が成立する． 
 1[ ] [ ] [ ] [ ]i i n i iA   　 ， , ,i x y z             (10) 
また,式(8)を , ,x y z それぞれの方向に分解すると， 
 { } [ ] { }n x n nF A Ft x
                       (11) 
 { } [ ] { }n y n nF A Ft y
                      (12) 
  { } [ ] { }n z n nF A Ft z
                      (13) 
と，表される． 
ここで，{ } [ ] { }n x n x nF f とおくと，x方向移流方
程式が得られる． 
 { } [ ] { }x n x x nf ft x
                    (14) 
同様に，{ } [ ] { }n y n y nF f とおくと， y 方向移流
方程式が得られ，{ } [ ] { }n z n z nF f とおくと，z 方向
移流方程式が得られる． 
 { } [ ] { }y n y y nf ft y
                    (15) 
 { } [ ] { }z n z z nf ft z
                    (16) 
 
4. 解析手法
 CIP 法の「無反射境界条件を考慮する必要がない」
という特徴を活かし，有限要素法解析の境界面にお
いて反射が生じるという欠点を補う． 
 まず，地中に向けて半無限の地盤を任意の位置で
区切り境界を設ける．この境界にて，あたかも波動
が透過したかのようにシミュレーションするため，
波動が通過する際にそこに作用する力を打ち消さな
ければならない．ここで必要となる力を CIP 法より
導く． 
 本研究では，有限要素法と CIP 法の結合解法を，
線形加速度法によって追跡する．以下にその手順を
示す． 
① 0t  の時，初期外力{ }f を与え，F.E.M により得
られる nu ， n より，CIP 法に用いる移流方
程式（式(14)，(15) ，(16)）を求める． 
② CIP 法にて t 秒間移流させ，データを保存する． 
③ 移流後の CIP 法においてモデル境界部にあたる
箇所に作用している n を，モデル境界部に透
過処理外力として与える． 
④ 線形加速度法により t 秒間解析を行う． 
⑤ ④で更新された nu ， n を，②のデータに上
書きする． 
以降，②～⑤を t 秒間繰り返す． 
  
5. 解析結果  
5.1 1 次元棒材モデル 
  質点番号 1 に初期外力を与えた際の，質点番号
1 の時刻歴変位挙動を Fig.6 に，時刻歴速度挙動を
Fig.7 に示す． FEM 理論と CIP 法を併用した 1 次
元棒材モデルにおいて，僅かな変位の減少が起きて
いるが，CIP 法がせん断波動場の解析に有効である
といえる．また，全質点時刻歴変位挙動を Fig.12 と
78 
 
Copyright © 2012 Hosei University      法政大学情報メディア教育研究センター研究報告 Vol.26 
して末尾に示しておく． 
 
 
Fig.6  Displacement behavior of node 1 (1D) 
 
 
Fig.7  Velocity behavior of node 1 (1D) 
 
5.2 2 次元格子モデル 
 2 次元格子モデルにおいて，CIP 法のみによる解
析結果を示す．Fig.5 に示す 2 次元格子モデルの中心
点C にインパルスを与えた．Fig.8 に解析解，Fig.9
に Mathematica による変位伝播の様子を示す．質点
, , ,A B D E の時刻歴変位挙動を Fig.10 に示す．また，
質点 ', ', ', 'A B D E の時刻歴変位挙動を Fig.11 に示す．
Fig.8 に示す解析解は式(17)から得た．[7] 
2 2
( )1( , ) ,
2 ( )
s
z
s s
H c t ru r t
c c t r
 
         (17) 
:H ヘビサイド関数
  2 次元モデルにおいては，Fig.10 および Fig.11 に
示すように，変位場の対称性が得られていない．こ
の傾向は中心から遠ざかる程大きく表れる． 
 
 
 
 
 
 
Fig.8 Analytic data (2D) 
 
 
Fig.9 Displacement propagation (2D) 
 
 
Fig.10  Displacement behavior of node , , ,A B D E (2D)  
 
 
Fig.11  Displacement behavior of node ', ', ', 'A B D E (2D)  
310 ]m変位[
時間[sec]
/ ]m s速度[
時間[sec]
[sec]時間
[sec]時間
]m変位[
]m変位[
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Fig.12 
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6. 結論 
 1 次元問題では有限要素法と CIP 法の結合解法は
放射場問題において良好な結果を得た．今後は，入 
射波問題への拡張が必要である． 
 2 次元問題では CIP 法単独解法による SH 波伝播
を調査した．その結果，計算手順の ， 方向順序に
伴う非対称な変位場が表れた．今後はこの誤差の解
消が課題である． 
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